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��� �	�� ���	�� ��� ��������� ��	�� �����	��� ���

����
��� �
 �����%��
�� ����
��
�� 	� ��� �������� 	
��� θ� �	�� 0 ≤ θ ≤ 1� ����� ��� �����

�
 �������� ����
��
�� 	
������� �	�� �������	
� θ� )�������� 	
 X1, . . . , Xn 	� � ����	�
��� ��%

#��
�� �
 ��
��� ���	����� ���	�
�	
� ��� ��
�%��
�� ��������	� 	
����
��
�� ��
�	�	�
 D(un)
�
 *��������� 	� ��� � +,-! ���


Pr{max(X1, . . . , Xn) ≤ un} → {G(x)}θ �� n→ ∞.

��� 
�����	&	
� ��#��
�� un = anx+ bn� �	�� an > 0 �
� bn ∈ R� 	� �������� �� �
���� ���� ���

�	�	� �	���	���	�
 	� 
�
%����
������ �
� G(x) 	� ��� �	�	� �	���	���	�
 �
 Pr{max(X∗
1 , . . . , X

∗
n) ≤

un}� ����� X∗
1 , . . . , X

∗
n �������
�� � ��#��
�� �
 ��
��� ���	����� 	
����
��
�� ��� �	�� ���

�



���� �
	���	��� ����	
�� �	���	���	�
 ��X1, . . . , Xn� ��	� ������ ����� ���� θ 	� ��� $�� �������

�
 �����%��
�� ����
��
�� 	
 ������� ������� �	�� ��� ����� θ = 1 ��	
� �
 ����	����� 	������
��

�� ��� ��������	� �����	��� �
 max(X1, . . . , Xn) �
� max(X∗
1 , . . . , X

∗
n) 	� 	��
�	��� ���
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�� �
 ����
��
�� 	
 ��� ��#��
�� X1, . . . , Xn�

.��(���%������ ����	��	��� 
�� �
�
�	�� �	�� ���	�� ��������� ��� ���	�� 	
�� � �����	�	��

���� �
� � 	

����	�
 ���	��� ����� ��� ����� ���
���� ����� �
 �����	�	�� ����
��
�� �����/

�����������	�� ��
�	�	�
�� �������$�����	� �����!� ��������	� �����	�	�� �.0! �
� ��
����	���
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��� 	� $
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��� 	
 �����(1, 1) ��
 �� ��������� ���� ��
��	
 
��� 
����	��� �������	�


�
 θ 	
 �����(1, 1) ���������� ��� ���� ���� ������� 
	�� �������	�� �
 ������� ���	��	�
� ����

�� ������� �
 �����	��� 
�� ��� �������	�
 �
 ��� �������� 	
��� 
�� ��� ����� ��������


 ���
�	��� ����	�	��� ��� �
� ������ �� �����(1, 1)

�	��
 � ����	��	���	�� �������Xt = σt×zt� �� ��
 ���
� ��� �����(1, 1) ���������� 	
��������
�� 1��������� � +,7!� �� ��� �����	�	�� σt ��$�� ��� 
���

σt = (β + λX2
t−1 + γσ2

t−1)
1/2

�
� zt 	� ��
����� �� �� � 8�	�� 9�	�� ���� zt ∼ WN(0, σ2
z)� )�� ����	�
��	��� �
 ���� Xt �
�

σt� �� 
��� ���� ����	�� ��
����	
� 
�� λ �
� γ� '
 
� ������	�� ������� �� ������ ��� ����
���

��
�	�	�
 �
 �����	�
	�� 
�� zt� ���� zt ∼ N(0, σ2
z)�

'
 � ����
� ���$ 3	$���� �
� .�4�	�4 �5666! ���� ���� ������	
� ��� �������� 	
��� 
��

� �����(1, 1) ������� 	� 
���	���� ���
 ������ ���� ��
��	
 
��� ��������	
� 
����	����� ���

������ �
 θ �	��
 ��� ������ (λ, γ)� �� ����� ���� ��� �������� 	
��� ��
 �� �������� 	


�����(1, 1) ��������� 	� 	� 
�������� �� �� ������� ��� ���$ �
 2��	� �
� ��	
� � ++:! ��%

��
��� �� 2��	� �
� 3	$���� � ++,!�

��� �������� ������� �� �� ���
 	� ��� � +,+!� 
�� ��� �������	�
 �
 θ 	
 ����(1) ����������
	� ����� �
 ��� 	��� ��������� �� ;����
 � +<-!� �� ����� ��� �� ������� ��� 
����� �������

������	�	�	�� πi� (i = 1, 2, . . .) 
�� �
� �	��
�	�
�� ��
��� �	"���
�� �#���	�
�� 9��	�� ����

�� �� ��
 ������� ������� ������	�	�	��� �� 	����	����� ���	�� ��� �������� 	
���/ �	��
 ���

��#��
�� {πi} �� ���� θ−1 = limn→∞
∑n

i=1 iπi� ��� 	��� �
 �� ���
 	� ��� 	� ������� ��

���$��
 �
� ���$��
 � ++<! 
�� �	�	
��� ������� =

����
������ ��� ���� �������� ���� 
��

���� �� ���� ��� ���� �>�	�
�� 	
 ��� �����(1, 1) ����	
��

8� 
��	�� ����� 	
 ��� �	��� ��
���� �
 ��������	� �	"���
�� �#���	�
�� �
� �����(1, 1)
��
 �� ��	���
 ��

Xt = AtXt−1 + Bt, t ∈ Z � !

����� At ��� iid ��
��� d×d ����	��� �
� Bt iid d−�	��
�	�
�� ��
��� �������� '
 ���	�	�
�

(At,Bt) 	� �
 iid ��#��
�� 	
����
��
� �
 Xt−1 
�� �
� t� ��� ��������	� �	"���
�� �#���	�


����	
� 
�� ��� �����(1, 1) ����� 	� ��� 	
 �� ������

Xt =

(
X2

t

σ2
t

)
, At =

(
λz2

t γz2
t

λ γ

)
, Bt =

(
γz2

t

γ

)
�5!

�



�
� d = 2� ��� �	�������� �
 ��	� ���	� 	� ���
��
�? ����	� � ++ ! �	��� � �	�� ��
�� �
 �����

���� ��
 �� ��� 	
 ��
��� �������
��� ��
�����

8	�� 
����	�
 �
 �#���	�
� �5!� ��
�	��� At = λz2
t−1 + γ� t ∈ Z? ��� �� 	
�	���� �	�� A �
�

��
���� ����� *������� ������ E(lnA) < 0� P(A > 1) > 0 �
� ����� ��	��� h0 ≤ ∞ ���� ����

EAh 	� �
	�� 
�� ��� h < h0 �
� EAh0 = ∞� ���
 ��� 
�����	
� ����� �3	$���� �
� .�4�	�4�

5666!/

 � ��� 
�
��	�
 EAh = E(λz2 + γ)h = ψ(h) 	� ��
�	
���� �
� ��
��� 	
 h �
� ��� �#���	�


EAν = 1 �-!

��� � �
	#�� ���	�	�� �����	�
� 8	�� ���� �������� 	� �	��� �� ������ ���� ��� �����	�


�� �#���	�
 �-! 	� �	��
 ��

E(Aν) =
1√
π

∫ ∞

0

(2λs+ γ)νs−1/2e−sds = 1. �@!

5� ����� ��	��� � ���	�	�� ��
���
� δ0 ���� ����

P(σt > x) ∼ δ0x
−2ν �
� P(|Xt| > x) ∼ E|zt|2ν

P(σt > x) 
�� x→ ∞.

-� 3�������� ��� (�	
� ��	� �����	��� �
 ��� ������ ������ Y(2)
h = (|X0|2, σ2

0 , . . . , |Xh|2, σ2
h) 	�

(�	
��� ��������� ����	
� �	�� 	
��� 2ν� 	���

Pr
(|Y(2)

h | > xq,Y(2)
h /|Y(2)

h | ∈ ·)
Pr(|Y(2)

h | > q)
→ x−ν Pr

{
Ω ∈ ·} 
�� q → ∞, �:!

�	�� ��	� ������ ����	
� 
�� �
� 
��� �
 Y(2)
h � �
� �	�� Ω ��	
� � ��
��� ���	���� �
 ���

����� ���
�� �� ��	� 
���� ��� �	���	���	�
 �
 Ω� ������ ��� �������� �������� 	� �	��


��

Pr{Ω ∈ ·} =
E
{
|Z(2)

h |νI{Z(2)
h /|Z(2)

h |∈·}
}

E
{
|Z(2)

h |ν
} , �7!

����� Z(2)
h =

(
(z2

0 , 1), . . . ,
∏h

i=1(λz
2
i−1 + γ)(z2

h, 1)
)
�

� ����� �
� �����	�� E(λz2 + γ)h = ψ(h)

�	��
 ������ � ! ���������� λ �
� γ� ��� ���� ���� 	� �� �������� ν �� ���	�
� �������	�
 �@!�

��� ����� �
 ψ(h) 	� �$������ 	
 )	����  
�� λ = 0.11 �
� γ = 0.88�
����� 	� 
� ������ �
����	��� 
��� 
�� �������	�
 �@! ��� 
����	��� 	
������	�
 	� ��	�	�� �
�

�����	�
 �� �
� ν > 0 	� 	����	��� �� ��� 
�
��	�
 	� ��
��� �	�� �
� ���� ��	
� h = 0� )�� �
��
�� �
 ��������� ������ (λ, γ)� ν 	� �	��
 	
 �����  �

8� �	�� ��� ���� 
�� ����� ������ �
 ��� ����� 	
 �����  �� ������� ����� ������ �
 ���

�������� 	
���� *������� 	� ����� ���� ��� ��������� λ 	� ���� �����	
�
�/ .������ � �����


�� λ 
�� 
�������	�� ����� ��	$� λ ≈ 0.5!� 8� ���� ν ≈ 2 ���������� ��� ����� �
 γ� A
 ���

��
������ 
�� ������ �
 γ ≈ 0.5 �� ������� � ���� ν ≈ 2 �
�� 
�� λ ≥ 0.3�
��� ����� �	��
 	
 �����  �������
� ��� �����	
� ��	
� 
�� ����	
	
� ��� ������� ������	�	��

�	���	���	�
 πi �
� ��� �������� 	
��� θ �
 � �����(1, 1) �������� *	$� 
�� ����(1)� ��
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 E(λz2 + γ)h = ψ(h) 
�� λ = 0.11 �
� γ = 0.88? ��� ����	��� ������ �	
� �������
�� ���
����� ν = ν(λ, γ) 
�� ��	�� ψ(h) = 1�

��

�� ��� ��� �������� 	
��� �������	������ ��� �� ��
 �
�� ���� �
 ������	���	�
 �������

�	�����	�
� ��	
� ��
��� ���$��

�� ������ ������ �� �
� ��� �������� 	
��� 
�� �����(1, 1) �� 
��� �� ������� � ����
	#��
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� ��� ������ �
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��� �#���	�
� �5!� ������
���� ��� ������� �
 ���	
� � ������ 
���

�����	�
 
�� d > 1 ���� 
�� ���� ������ ���� �� �
������
� ��	�� 	� ��� ������� �	&� �	���	���	�
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�! ��� ���� ������ ����� ��
�	�� 	
 ������	
� ��� �������� 	
��� 
��� ��� ������� �
 σt

�
� zt �
 ��� �����(1, 1) �������� 8� $
�� ���� zt 	� iid �
� ���� σt ���	���� ���

�������
�� � ! 
�� d = 1� �t = σt� �t = λz2
t−1 + γ �
� �t = γ� '
 ������� �� ����� ���	��

��� ��� ������� ������	�	�	�� 
�� ��� ��#��
�� zt �
�� ���	
�	
� ��	����� ��� �������� �


�� ���
 	� ��� � +,+!� �� ��
 ��� ��� ������� ������	�	�	�� 
�� ��� �����	�	�� ������� σt�

.��� �������� 
��� �� �� ��������� 	
 ��	� �	����	�
� �	
�� ��� ������� �"��� ����	
�� ��

����	
	
� ��� �������� �������	�� �
 ��� ��������� 	� �
$
��
�

�! � ����
� ��������� ��	�� �� 
������ ��
�	��� 	
 �	�����	
� ��� (�	
� �	���	���	�
 �
 ���

��#��
�� (X2
t , σ

2
t ) $���	
� �
�� ��� ��	
�� 
�� ��	��X2

t 	� �	� �
����� ��	� 	� ������� �� ���

	��� �
 �	�	����� 
������� ����� �	�����  +,<! �
� ���	� ��� 	
��
�	�� ��������	�
 ��	��

�
 ��������� ��
�%��
�� �	�����	�
 ����� ����� ��#�	��� )�� �
�
�	�� �	�� ���	��� ��

��� 
�� ����� �
 �
� ���$ ��
� 	
 ��	� 
�������$�

�



����� γ

�����	
	�� ��� ��
 ��� ��� ���

���� ������ �
���� ������ ������ ������

���� ������ ������ ������ ����� −
���� ��

� ����� ����� ����
 −
���� ����� ����� ����� ����� −
���� ����� ����� 
���
 ����
 −
���� ����� ����� ����� − −

λ ���� ����� ����� ����� − −
���� ����� ��
�� − − −
���� ����� ����
 − − −
���� ����� − − − −
���� ����� − − − −

�	��� �� ����� ν = ν(λ, γ) 
�� ��� �������	�
 E(λz2 + γ)h = ψ(h) = 1�

� �	�����	�� �
� ��	�� �	���	���	�� ��X2
t ��� σ

2
t 	� �����(1, 1)

0��� �
��
 	� ��� �� ���	����� �	�����	
� �	������ � ������� �
 �������
��� 	
����� �
 �	�����	
�

��� ����� �	�� ���	�� �
� �������	
� �������� �
 ������ ����� � ����������

��� ����
	#�� �� ��� ��	
� �� ��� �� ����� 
��� ��� ����� �
 �	���	��� ��������� ��	�� ���

� ����	�� ���� �
 ����	���	��� �������� �
 1��
��� � +<7!� ���������� ��� ����� ����	�
� 
�� �

�	��
 ������ x� �� ��� ��� L1 
���� ���� |x| =
∑ |xi|�

8� ���� ���
 ���� �������	�
 �:! 	� ��� ������� �
 	
����
��
� ���	�� �
� �
����� ������%

����� �����
�
��� ����� ��� ���	�� 	� x−ν �
� ��� �
����� 	� P{Ω ∈ ·}�
A�� �	� 	� �� �	������ ��
�������
������ � ������ (X2

1 , σ
2
1) ���� 	
 �����	�� �� ��
 ��
%

��
����� �
 ��� ������ Z(2)
h � �� �
������
� ��	� ������
� ������� ���� ��� ��	�	
�� ����� �


	
������ (X2
t , σ

2
t ) ��
 �� ��
�	����� �� (X2

t , σ
2
t ) = σ2

t (z2
t , 1)? ��	� ���	����� ��� �� 
��� �� 
����

�
�� �
 ��� ������ (z2
t , 1)� 2�� �� ��� ��

���	�
� �	�� �	���	��� �
� ����	���	��� �������� �


����� �
� ���
 � ++ ! �
� ����� �
� ���
 � ++@!� �� ���� 
��� �� ���
� ��� ������%�����

�����	
���� ��

R = 1 + z �
� Ω =
1

1 + z
.

8� (���	
� ��� 	
�������	�
 �
 ������%����� �����	
���� ������	
� � ���� 	������
� ������ 
��

�	���	��� ���������

������� � �	� (Xi, Yi)i∈N �	 � 
	�
	��	 �� ���	�	��	�� ��������	 ��
	�������
 ���� � ��
����

�
���� ��� 
������� !�"� 	� ������
 � �� 
���
#	
 � 	 ����	��	��	 ��� ������	����
	 ������

P

{ max
i=1,...,n

(Xi)

n
≤ x,

max
i=1,...,n

(Yi)

n
≤ y

}
→ G(x, y)

� 	�	 G �
 � 	 ��������	 	���	�	 ���
	 ��
����
����� �	� (Nn) �	 � 
	�
	��	 �� ����� ����	

	


�	#�	� �$

�



Nn =

{(
X1

n
,
Y1

n

)
, . . . ,

(
Xn

n
,
Yn

n

)}
.

% 	�& �� �	����
 ��
��	� ���� � 	 ������ (0, 0)

Nn
d→ N

� 	�	 N �
 � ���� ����	�	�

 '��

�� ����	

 �� (0,∞)× (0,∞)� (��	��	�& ����
������� Xi

��� Yi �� �
	
�������� ������	��
 (R,Ω) �
 ����	& � 	 ���	�
��$ �
������ �� N ��� �	 �����	�

�


λ(r, ω) = 2
dH(ω)
r2

dr

��� � ��
����
���� �
������ � �� [0, 1] )�	���	� �� G* � �� 
���
#	
 
��	 �	�� ���
�������

8��� 	� ������
� �� ������� 	� ���� 	
��
�	�� �
 ��� �	�	� ������� 
�����	&�� ������ ���	�� �
� �
%

����� �����
�
��? �����
��� ��� �
����� �	���	���	�
 �
 ��	
�� 	� 	
����
��
� �
 ���	�� �	���
���

��	� �������� �����	
� ��� 
��� �� ���
�
��� 	
 ������%����� �����	
�����

�
��� �	�����	
� 
��� ��� ���	�� �
� �
����� �����
�
� �� ����� ���$ �� ��� ��	�	
�� �����

(X2
t , σ

2
t ) ������� ��� ���
�
�����	�
� X2

t = R(1 − Ω) �
� σ2
t = RΩ�

.	�����	
� 
��� ��� (�	
� �	���	���	�
 �:! ��
 �� ��
� 	
 ��� �����/ ��� x−ν �
�� 	
����
%

��
���� �	�����	
� 
��� P{Ω ∈ (0, ω)}� ��� ���	�� �����
�
� ��
 �� �	������� �	������ 
���

	
����	�
� 8� ��
����� 
��� � �
	
��� bi� 	
 [0, 1]� i = 1, . . . ,M � '
����	
� �	�� x = b−1/ν ��

��� ��� ���	�� �����
�
� R �
 ��� ������%����� �����	
�����

A
 ��� ��
������ � 3�
�� ����� ����
	#�� 	� ��#�	��� 
��� �	�����	
� ��� �
����� �����
�
�

	
 �7!� )�� ��� �������� 	� ��>��� �� ����� h = 0�
������	
� �������	��� ��������	�
 �
 �������	�
 �7! �	�� ���	�	��� ��
�%��
�� �������� ��

���� ��� ���	�	��� �	���	���	�
 �
 P
{
Ω ∈ (0, ω)

}
� �����
���� �� ��
 ��	�� � ���$�� ����� �
 ���


�
��	�
 f : (0, ω) → PΩ(0, ω)� �
�������� �� ��
����� � ������ ui, i = 1, . . . ,M �
 	
����
��
�

��������	�
� 
��� � �
	
��� 	
 (0, 1) ���� �������
� ��� ������ �
 ��� y−��	� �
 ��� ���$��

������ )�� ���� ui �� ��$� ��� ��������
��
� x−����� ��	�� 	� ωi = inf{f ≥ ui}� ��	� 	� �	$�

��
����	
� ωi ������ 
��� ��� ��
��� ���	���� Ω ��	�� �������
�� ��� �
����� �����
�
� �
 ���

������%����� �����	
����� ��� ����� �
 ��� �	���	���	�
 
�
��	�
 �
 Pr{Ω ∈ (0, ω)}� 
�� ����

������ �
 ν� 	� �$������ 	
 )	���� 5�

'
 ��� (X2
t , σ

2
t ) ����� �� ����� $��� �
�� ����� ��������	�
� 
�� ��	�� X2

t 	� 
�	��� �	��

'
����� �� ��	�	
���� �	������ R 
��� � ��
�	�	�
�� �	���	���	�
� C������	�
 �:! ����� �� ���� R

�
� Ω ��� 	
����
��
� �
� ����� 	
 ��� �	�	�� ��� ������� ���	��	�
 �������� ����� �	
��

P(R > xq)
P(R > q)

= x−ν .

��	� ��
 �� ������� �� ��� ��
�	�	�
�� ������	�	�� P(R > xq|R > q)� 
�� x > q? 
�� ��	� �����


�� ��
 ����� ���� �����	
� 
��� R ��������
� �� ������ 
��� ��� ��
�	�	�
�� �	���	���	�


FR
q >1(x; ν) = P

{
R

q
> x | R

q
> 1

}
= x−ν .

��	� ������
� �������� �� ����� q = 1 �� ��������� 
�� X2
t ? ������ 	
 ��� (X2

t , σ
2
t ) ����� 
��

��	�� X2
t ≤ 1 �	�� �� ���
 �	�������� .��� 	��������
� ��
 �� ���	���� 	
 �� ����� �	������

�
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��	�
 �
 ��� �������� ������� Pr{Ω ∈ (0, ω)}� )��� ��� �� ������ �������	�����
�	
�� �������
� ��� ������ �
 λ 	
 �����  ��	�� �	�� �������	
� ����� ν ���
 γ = 0.7�

�	������ 
��� ��� �	���	���	�
 �
 R �
� Ω ���� ���� X2
t = (1 − Ω)R > 1�

.������ �� ���� ����
 � ����� r� 
��� R? 	� ���
� ���� ��� ������ �
 Ω 
�� ��	�� X2
t > 1

���� �	� 	
 (0, ω�) ����� ω� = 1 − (1/r�)� '� 
������ ���� ����	
� u� 
��� � �
	
��� 	


U(0, f−1(ω�)) �
� ����	
� ������� ��� ���$�� ����� �� ���� � ����� 
��� ��� Ω �	���	���	�


���� ���� (1 − Ω)R > 1�

�  !������ 	���! ��� �����(1, 1)

A
�� ��
������ ��� ���� (X1, σ1) 
�� ��� ���	
 �5! �� ��
 ��	�� � ������� �
 �������
���� �
���

��� ��
����	�
 �
 ��� 	

����	�
 ���� 
��� � χ2
1 �� ���
 ��	�� ��� ����	� At 	
 �������	�
 �5!�

A���	
	
� ��� ������� (X2
t , σ

2
t )� t = 1, . . . , T ��
�	�	�
�� �
 ���	
� � �	� X2

1 	� ����	���
������?

	
 �����	�� �� ��
����� � ������ ��
��� ���$ ���	
� �
 ��
��� T = 100� )�� ���� ��
��� ���$

���	
 �� ��
 ���
� ��� 
��#��
�� �
 ������	
� ��	
�� X1, . . . , X100 �	���� ���
 q = 1� �����
���∑
IXj>1 	� ��� 
����� �
 �������
��� 	
 ���� �������� ������	
� 
�� ��� ��� �������� ��
������

�� ����	
 ��� �������� 	
��� 
�� ��� �#���� �
 � �����(1, 1) �	�� ������� ������� ������	�	�	���

'� ��
 �� ����
 ����� �	��
 ��� �������� 	
��� θX2 �
 ��� �#���� �
 � �����(1, 1)� {X2
t }

��	�� ������� ������	�	�	�� ���
�� �� π̃i!� ��� �������� 	
��� �
 ��� �����(1, 1) ������� ��


�� �������� �	��

θX = 2θX2

(
1 − Π̃ (0.5)

)
�<!

����� Π̃ 	� ��� ������	�	�� ��
����	
� 
�
��	�
 ��������
�	
� �� ��� �	�	�	
� ������
� B�	���


������� �
 ��� ��	
� ��������� �
 �������
��� �
 ���������� u2
n �� ��� �#���� ������� {X2

t }�

�



3	$���� �
� .�4�	�4 �5666! ���� ���� θX2 ��
 �� ��������� �� �	�����	�
� ������� ���

����
 �
 ������� 4.1 	
 ���	� ������ 	� ��
 �� ���
 ����

θX2 =

lim
k→∞

E

{
|z1|2ν − max

j=2,...,k+1

∣∣∣z2
j

∏j
i=2(λz

2
i−1 + γ)

∣∣∣ν
}

+

E|z1|2ν

����� {0, x}+ = max(0, x)� � ���� ��
��
	�
� ��� �� ��	�� ������� ������	�	�	�� π̃i 	�

π̃i =
θ
(2)
i − θ

(2)
i+1

θX2
, i ∈ N.

C��� �	"���
�� θ
(2)
i − θ

(2)
i+1 ����� �� ��� 
����� �
 �������� ���� ��� 
����� �
 �������
��� �	��

	�����$ i ������ ����� ��� ��������� u2
n� 2	�	�	
� θ

(2)
i − θ

(2)
i+1 �� ��� ����� 
����� �
 ���������

�� ��� ��� ��#�	��� #��
�	�	���

A
�� �������� ������	�	�	�� π̃i �� ��
 �������� ��� �������� 	
��� 
�� �
� �����(1, 1)
������� ������� �������	�
 �<!� 3�������� �� ��
 ���� 
��� π̃i� �
 � �#���� �����(1, 1)� ��
��� ������� �	&� �	���	���	�
 πi� �
 ��� ��������
�	
� �����(1, 1) �������� ��
�	���	
� ������

���� un �
 � ����� ������� ���	
� ���
 ������	�	�� �� ����� ���
 ������ �
 ��� �#���� �����

���� u2
n� �	�� ���� ����	
����	�� ������
��� 	� ��
 �� ����
 ����

πi =
(
1 − Π̃ (0.5)

)−1 ∞∑
m=i

(
m

m− i

)
π̃m2−m, i = 1, 2, . . . .

C������	
� ��� �������� 	
��� ������� �	�����	�
� ��
 ��	�� �������� �
 ��������? �� ���	���

�
� ���	��� ����� �
 �������� �	�� ��� 
�����	
� ������
��� 8� $
�� ����� 	
 ��
����� θ ��
 ��

������� �� ��� ���	� ������
 ��� ����� 
����� �
 �������� Z̄ =
∑M

j Zj ���� ��� ����� 
�����

�
 �������
��� N =
∑T

i

∑M
j IXi,j>q? ���� i = 1, . . . , T 	� ��� ��
��� �
 � ������� ����	�����

T = 100!� ��	�� j = 1, . . . ,M 	� ��� 
����� �
 ��������� '
 ��� ��������� �� ��
 ��
���� ���


����� �
 �������� M � A
�� �	��
 ��� 
����� �
 �������� ��� 
����� �
 �������
��� 	� ��
���

�
� ������� �� ��� ���������� ����� �
 ��� ����� ��������

A�� ������ 	� �� �� �������� �� ����
� ���	��� ���	�	�
� �� ����� 
�� ��� �������� 	
��� �
 ���

�#���� �
 ����� ���������� 
�� ��	�� θX2 = θ
(2)
1 � .	
�� θ

(2)
1 	� �������� �� ��� ���	� ������


�������� 
����� �
� �������
��� 
����� �� ��
�

θ̂
(2)
1 ± 2

√
V ar(θ̂(2)1 )︸ ︷︷ ︸
0.001

����� V ar(θ̂(2)1 ) = θ̂
(2)
1 (1− θ̂(2)1 )/Z̄� 9��	�� ���� Z̄ 	� ��� 
����� �
 ��������� �
� 
�� ��� 
�����

�
 �������
���� ���� �� ������ ������ 	� ��� �
�� ���	���� �� ��
 ��
���� 	
 ��� �	�����	�
 �����%

����� '
 ��� ����� ���� �
 θ
(2)
1 = 0.5 �� ���� �� ��
����� Z̄ = 1, 000, 000 �������� �
� 
��� ����

������� ����� ��
����	
� ��� ������ ��
��� ���$ ���	
 
�� ��� �#���� �
 � �����(1, 1)� 9��	��
���� 
�� ������	
� ��� �������� �
 ��� θ̂

(2)
i �� ����� ������� �� ������ �
� �������	
� ��� �	
	���


����� �
 �������� ��	�� ������ ��� ����	��� ���%���	��� ���	�	�
 ��������� 9������������ ��

���	��� ���� ��	� ��� �	���� �"��� 
�� ����� ���������� ��	
� θ
(2)
1 ��� ����	
� ��������� 
�� ���

�������� ������	�	�	�� π̃i�

8� ������ ���� ������� 
��� ��� �	�����	�
 ������ 	
 ����� 5 	
�	���	
� �	������ ��� �����

�
 ��� �������� 	
��� �
� ������� ������	�	�	�� 
�� �����(1, 1) �������� 9��	�� ���� θ̂X 	�

�������� �	�� �����	�
 �<! �
� 
�� ������� ��� ��� �
 ������� ������	�	�	�� πi �	�� ��� ���	���

�



λ γ ν θ̂X π1 π2 π3 π4 π5
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� ������

���� ��� 
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 ����� ������ ������ ������ ������ ������

��� ��� ����� ����� ������ ������ ������ ������ ������

��� ��
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���� ��
 ����� ����� ������ ����
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���� ���� ���
� ����� ��
��� ������ ������ ������ ������

���� ��� ����
 ��
�� ������ ������ ������ ������ �����


���� ��
 ����
 ����� ������ ������ �����
 ����
� ������

�	��� �� ��� �������� 	
��� θ̂X �
� ��� ������� ������	�	�	�� πi� i = 1, . . . , 5 
�� ��� �����(1, 1) �������

�� � ��
�� �
 ������ �
 λ �
� γ�

�����	�
 θ̂−1
X =

∑
jπj ? �������� ������� ��� ������� ��
�	���
� �
� �������	
� θ̂X �
 ���� ����

���� 
�� ��$� �
� �	"���
���

" #	�����	��

����� 5 �	��� ��� �������� 	
��� θX 
�� ��� �����(1, 1) �������� 	��������	
� ���� θX ����
���

	
 � ������ �����	����� ���� �
 ���������� λ �
� γ� )�� ���� γ� θX ��������� ��
���
	�����

�	�� 	
�����	
� λ� .	�	������ 
�� ���� λ� θX ��������� ��
���
	����� �	�� 	
�����	
� γ� ������

θX ���
��� 	
 � ������� ��
�	���
� ��� �	�� ν� �	�� ������� θX ������	
� 
�� ������� ν� ��	�

�������� ����$� ���
 ���
 λ+ γ ≈ 1� 	��� ���
 ��� ������� 	� ����� �� 
�
%����	�
����

.��� ��
����	&��	�
 ��
 �� �	��
 
�� ���� �����	����� ����� ���������� �	
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